HOSSZU LANCMOLEKULAK BOMLASI FOLYAMATANAK
VAL OSZINUSEGSZAMITASI TARGYALASA

PREKOPA ANDRAS
Osszefoglalds

R. Simha egy dolgozatéban a hosszt lancmolekuldk bomlési folyamatéra vonat-
kozdlag felillitott egy differencidlegyenletrendszert, melyben az ismeretlen fliggvények
a kiilonboz6 hossziiséga ldncmolekulak szdménak idébeli véltozasat adjék meg. Ennek
az egyenletrendszernek a felallitasat R. Simkae nem indokolja.

Az 1. § célja, hogy a Simha-féle egyenleteket statisztikus Gton igazolja és
élt&lénosit&a

2. § a bomlési folyamat azon specidlis esetével foglalkozik, amikor xalamennyx
kotés egyenrangu A kiilénbozé hosszuségi lancmolekulék szémédnak szérdsa és egymas
kozotti korrelacids egylitthatéja is ki van szédmitva.

A 3. § az 4tlagos molekulatémeg vérhaté értékének a kiszamitaséval foglalkozik.
A szerz6 preciz tton levezet egy formulét és megbecsiili az eltérést a masok dltal koréb-
ban nem preciz uton kapott formulatol.

A kémiai reakeid-kinetikdban egy igen fontos fejezetet alkot a hossza
lancmolekuldk bomldsi folyamaténak a vizsgdlata. A vizsgélatok altaldban
arra az esetre vonatkoznak, amikor a vegyiilet minden egyes molekulija
bizonyos szamu azonos egységbdl épiil fel olymédon, hogy ezek az egységek
egymas mellé kapcsolva lancot alkotnak. Ha az ilyen ldncmolekuldkbdl allé
polimert hidrolizaljuk, vagy &ltaldban olyan hatasnak vetjik ala, mely a
lancokban szerepl§ kotéseket megtdmadja és felbontja, akkor egy idébeli
véletlen folyamat jon .létre, melyben a hosszabb lincmolekuldk véletlen-
szertien rovidebb lincmolekulékra bomlanak fel.

A bomlasi folyamattal kapesolatban felmerilo két legfontosa,bb problema
a kovetkezd : ha a hidrolizis a ¢ = 0 idépontban kezd6détt, mennyi a ¢ idé-
pontban a polimerben talalhaté egységhbdl allé molekulak szamanak a varhaté
értéke ; mennyi a ¢ idépontban a vegyiilet molekuldinak az atlagos témege.
Ez a cikk ezen problémdk targyaldsaval foglalkozik.

R. Simha egy publikdciéjaban [2] felallit egy dIfferenelalegyelﬂetrendszertI
amelyb:n az ismeretlen fliggvények: N (n,¢), N (n — L,¢), ..., N (2,¢),
ahol N (k, t) jelenti a k-merek szamat a ¢ idé6pontban.*

n
* N (1,1) kiszémithaté a ) EkN(kt) = N azonosségbél, amely azt fejezi ki,
o k=1
hogy a folyamat alatt az Osszes egységek széma nem valtozik.
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Ennek az egyenletrendszernek az érvényessége azonban nines megindokolva.
Az 1. § célja, hogy kimutassa, hogy a lineédris ldncok bomlasi folyamatanak a
legéltalanosabb esetében, ha N (k, t)-vel (k= 2, 3, ..., n) jeloljik a k-merek
szamanak varhaté értékét a ¢ idGpontban, az N (k) (k= 2,3,...,N)
fiiggvényekre a Simha-féle differencialegyenletekhez hasonlé egyenletek
allnak fenn, amelyek specidlis esetben megegyeznek a Simha altal kozoltekkel.

A 2. § azzal a specialis esettel foglalkozik, amelyben minden kotés
egyenrangt, fiiggetleniil attdl, hogy milyen hosszi lanemolekuldban és ott
is milyen helyen talalhato.

Ezen § (7) és (14) képletét H. W. Montroll és R. Simha egy Kkozos
publikdciéjukban mar levezették. Az itt téargyalt specialis esettel kapesolat-
ban azonban a kiilonbozé hosszisdg lanemolekuldk szamanak varhato
értékén kivil még mds mennyiségeket is megvizsgdlok, amelyek az elébbi
szerzoknél nem szerepeltek.

A 3. § a t id6pontban jelenlévé molekulak atlagos tomege valészintiség-
szamitdsi értelemben vett varhaté értékének a kiszdmitdsaval foglalkozik.
Itt ninecs feltéve, hogy a molekuldk linearis lancot alkotnak, hanem egy
kevésbbé korlatozé feltételnek eleget tevé molekulatipusra vannak elvégezve
a szamitdsok. Linedris lincmolekuldk esetére R. Simha [2] kozol egy értéket,
melynek a bizonyitasandl azonban elkéveti azt a hibat, hogy egy £ valészint-
ségi valtozo reciprok értékének a varhaté értékét a varhaté érték reciprokaval
azonositja. A Simha 4ltal kapott eredmény azonban gyakran jél megkdzeliti
a pontos szamitdsok 4ltal kapott eredményt. A két érték kozotti eltérés
nagysagrendjének megbecsiilésével ez a § részletesen foglalkozik.

1. §
A differencidlegyenletrendszer levezetése

Jeloljiik a ¢t = 0 idGpontban jelenlévé k-merek szamat N (k, 0)-val
(k=1,2,...,n);na polimerben el6fordulé leghosszabb lanc egységeinek
a szamat jelenti. N (&, t) (k = 1, 2, ..., n) pedig jelentse a k-merek szamanak
varhaté értékét a ¢ idépontban. Szémozzuk meg minden egyes lanemolekula
kotéseit és jeloljik annak a valdszinliségét, hogy egy k egységbdl allé lane-
i-edik kétése a (0, t) id6 alatt elbomlik P (¢)-vel, vagy esak roviden P{-val.

! 2 3 A-7
) (%) (k) (k)
5 % A o

1. abra

A lancmolekuldk bomldasdra vonatkozdlag ebben a §-ban csak annyit teszek
fel, hogy az egyes kitések bomldsar egymastol 'fuggetlenul mennek végbe.

Annak a valdszintisége, hogy egy k-mer i-edik kotése a (¢, ¢ + 4t) id6
alatt elbomoljék, az el8bbiek szerint PO (t 4 At) — PY (), tehat ennek
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alapjan az a feltételes valdszintiség, hogy egy k-mer i-edik kitése a (t, ¢ + At)
1do alatt elbomoljék, feltéve, hogy a (0, £) id6ben még nem bomlott el a kévet-
kez6

) P+ a)—P{O@)

1— P (3)

Ha bevezetjik a kovetkezs jelolést :*

(k)
@) e pw ) =y ),

akkor (1) a kovetkezd alakba irhato :

PP (t + at)— PP @) 0
: - = ()
(3) T1—p ) v (8) + o (at)

0 (A4 — 0
At

Jeldljiikk - £ (k, t)-vel (k= 1,2, ...,n) a k-merek szAmat a ¢ idépontban,
£ (k, t) valbszinfiségi vdaltozd, tehat olyan mennyiség, amelynek értéke a
véletlentdl fligg. C (&, t) varhaté értéke N (k, t), vagyis

(4) M (L (k, 1)) =N (k,t), k=1,2, ...,n).

ahol 0 (4t) olyan mennyiséget jeltl, melyre , ha At 0.

Legyen tovabba P (ay, ) annak a valdszinlisége, hogy a ¢ idGpontban
ay szam k-mer és P (ay, @ysq, - .., an.t)annak a valésziniisége, hogy a ¢ id6-
pontban a; k-mer, ay, &k + 1-mer, ..., a, n-mer van jelen :

P (L (k,t) = ay) = P (ar, 1),
(3) PUE Ll B) =, o0 G, D= fn) = P i, o0 B U

Az az esemény, hogy a ¢ -+ At idépontban @, szamaG k-mer van jelen,
az alabb felsorolt esetekben kovetkezhet be.

A t id6pontban ay k-mer és bizonyos szamu k + 1-mer, ..., n-mer van
és a At 1do alatt egy k-mer sem bomlik el, tovabba a hosszabb lincok koziil
sem bomlik el egy sem olyan helyen, hogy ezaltal Gjabb k-mer keletkezik.,
Ennek a valdszintisége (© (¢) helyett roviden ~%)-t irva) :

ZP (@, By -« 9By t) [1—, (¥R 4 .0+ Y0 ) At —
(6) 841200 i8p
g a’l{ 1 (,ng—i—l) + ’chk—i—l))dt_ _a (’y(n)k + ’Yﬁ(;n)) At] + 0 (At)

A t id6épontban a, + 1 k-mer van és ezek kozil pontosan egy a At id6
alatt elbomlik. Ennek a valdszinfisége :

(7) P (a4 1,t) (ay 4 4) ('Y(lk) T = ')’(;331) At + 0 (At).

B |

il 2 (ik) (¢)-rél felteszem, hogy differencidlhato.
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A tidépontban ay — 1 k-mer és bizonyos széma k - l-mer, ..., n-mer
van és a legalabb k 4 1 egységet tartalmazé ldncok koziil valamelylkbol a
4t id6 alatt keletkemk pontosan egy k-mer. Ennek a valészin(isége :

S8 P

. ) ’ EP (a’k— 19 ah‘—i—l: c ooy U,y t) [C& IS5 ('Y(lk+1) + F}’E(k+ll)) + S
(8) l + a L) (,},(2!(—1) + ,y{2k-1j) + a)g{{+1 (75‘2_?1—1) + 'Y;?H_])) + o +

+a, (ygﬂk + y™)14t + o (At)

A tid6pontban a;—2 k-mer és bizonyos szama k -+ 1-mer, ..., n-mer
van, és a jelenléy6 2k-merek egyike a At id§ alatt kettéhasad és ket k-mer
keletkezik. Ennek a valészintisége :

(Q) ZP (@k—2, Bk gys -+ o5 Qn) By Y20 AL + 0 ().
" L PR

Végiill az az eset is lehetséges, hogy a ¢ id6pontban a; + 1-nél tobb,
vagy a;—2-nél kevesebb k-mer van és a 4t id6 alatt annyi megfeleld he]yen
16v6 kotés bomlik el, amennyi sziikséges ahhoz, hogy a ¢ 4 At idSpontban mar
ay k-mer legyen. Ehhez azonban az szukseges hogy a 4t id6 alatt legalabb
két kotés bomoljék fel. Mivel mindegyik kotés At id§ alatti elbomlésanak
a valdszinlisége valamilyen i, k értékekhez tartozé (3) kifejezés és feltevés
szerint az egyes kotések bomlasai egymastdl fiuggetlenek, tehat ennek az
utolsé esetnek a valos:*musege legalabb két (3) alaku kifejezés szorzata;
vagyis 0 (4t).

Az elobbiek alapjan

= (a;‘-, ¢ + /jt) = ZP (a,k, Cpygs +» 05 Opy 3) [] =
s ak—l—l""’an

==y ('}’1” PR )/lt—ak+1 («/s*‘ﬂ)_i. '}/“*”)At—— =
_"a'.r ( E}n)f{ + ’}/(n)).ﬁlt] +
Pla, + Lit)(a, + 1) (9§72 + .. i) a8 4

(10) - ‘
—{_ ZP (a’k_' ]:v Qje 1> =+ 5 Up,y ’) [ah’ o l SLM} b —}_‘ ’Y(RH_”) +
B 4-1o"+8p .
TR of RN b m B e i B o R e o e B
+ oo Fa, (v, + vﬁ:‘*)]/u +:
+ D P (ak— 2, Qpgys - - -> @) @y, ¥ 20AL -+ 0 (AL)
ak+l...-,'£l”

Mivel

ZP (ak! Qpyqs -« 5 Ap,y t) = P (a-;;, t)a
A 100098y
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ezért ha ezt a tagot a mésik oldalra atvisszitk és elvégezziik a Af — 0 hatar-
menetet, akkor a kovetkezd azonossagot kapjuk :

dP (ar, t _
iitk___)_,_ —= —-ZP a-};, a.-k_:__l., sy an, t) [ak (,ng} _!_

Ay

SRRl - Vf’ﬂl) T Oy (’Y:(LIHI) -+ ) A e
' + a’;; (75]”—1 k+ ﬂ/&{n))] +

11) ] +Pax+ 1,8 (@ + 1) (y® + ... + v +
+ ZP (afr_ l) Qfyqs ++ o5 Ay f) [a'l\'—f-—l (V'(Lkhi‘l) = 5 y(.f;{_‘_l)) + el T
Ao gar 8y ‘

ey (VR 4 YD) + gy, (YR Y@ 4
8 k)
_Iﬁ ( &:12 ke + ,.:/r("n))] + ZP (a'k o 2’ a'k+1’ = M a’n’ t) 2!(7.5:2

A pimr il

Szorozzuk be (11) mindkét oldalat aj-val és Osszegezziink aj-ra vonat-

T a

kozolag, akkor a baloldalon @—;]——)- -t kapunk ; a jobboldalon figyelembe-
g

véve, hogy_a,‘. (ax + 1) = (ap + 1)*> — (ax + 1), az elsé sor elsé tagja és a

masodik sor egyiitt — (VW 4+ ... + V9,) N (k, £)-t adnak és hasonlé
meggondolassal belathatd, hogy ha az els§ sor tobbi tagjait a tobbi sorok
megfelel§ tagjaival oOsszefoglaljuk, akkor a kovetkezd differencidlegyenlet-
rendszert kapjuk : :

dN (k
LD om0+ AEO) N () +

(12) + (YD (@) + yFHD )N (b + 1,8+ ... +

+ (Y + D @) N (n,t), (k=2,3,...,7).

Abkan & esetben, ha %) (¢) nem fiigg az id8tl, vagyis ha ) () = A
ahol A(® 4llandd, a (3) osszefiiggés a kovetkezd alakot nyeri :

P{® (t + at)— P (1)

13
(13) T

= ANt + 0 (42),

vagyis ebben az esetben annak a valdszinfisége, hogy a koétés a (¢, ¢ 4 Af)
id6 alatt elbomol]ek feltéve, hogy a (0, ¢) id6 alatt még nmem bomlott el,

kis At esetén ardnyos ennek a kis idéintervallumnak a hosszdval és nem fiigg
attdl, hogy hol van elhelyezve a At szakasz az idStengelyen. Ha (12)-ben {(2)
helyett mindeniitt A{)-t frunk, akkor megkapjuk a Simha a]tal kozolt egyen-
leteket, amivel tehit ezen egyenlet-ek fennallasa statisztikusan igazolva van.
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Vizsgaljuk meg most A szemléletes jelentését. Elbszor (13) alapjan
hatédrozzuk meg a P (f) valészinliségeket. Mindkét oldalt At-vel osztva
és elvégezve a At — 0 hatdrmenetet, azt kapjuk, hogy

dP{(t)

14) e /(1—130;)(;)) = A0,

Ezt a differencidlegyenletet a P¥) (0) = 0 feltétel mellett a

(15) P (1) = 1 —e—ht

fiiggvény oldja meg. Ez tehat a valdszinilisége annak, hogy a (0, ¢) id§ alatt
egy k-mer i-edik kotése elbomoljék. Szamitsuk ki most a kotések atlagos
élettartamat (15) alapjan

. dP® @) r *)

- (%) — At C .
Jht 7 —di = A Jﬁte i dt“;(m
0 0

[
2

(16)

A szemléletes jelentése tehat az, hogy a reciprok értéke megadja
akarmelyik k-mer ¢-edik kotésének az atlagos élettartamat, ahol N; (k, t) egy
eredetileg) ¢-merb6l a (0, ¢) id6 alatt létrejott k-merek atlagos szamat jelenti,
amely a (10) osszefiiggésbdl kaphaté meg, ha ott & helyébe i-t frunk.

2. §
Egy specidlis eset

Ebben a §-ban azt az esetet vizsgalom, amikor v (£) = A (¢), P (¢) =
= P (t)t és k minden értékére.* Ez annyit jelent, hogy minden kités egyenrangi,
eqyik simes kitimtetve a masikkal szemben. Az 1. §-ban taldlhato feltevést, hogy
az egyes kotések bomldsai egymdstol figgetlenitl mennek végbe, tovabbra is meg-
tartom. Ki fogom szamitani & (k, t) (k = 1, ..., n) varhaté értékét, szérasat,
valamint & (7, t) és & (k, t) korrelacidés egyiitthatéjat. Ahelyett, hogy a (12)
differencialegyenletrendszert megoldanam, ismét direkt tuton fogok eljarni.
Egyrészt azért, mert az 1. § (12) differencidlegyenletei nem lesznek 4llandé
egylitthatésak és megoldasuk ezért nehézkes lenne, mdsrészt pedig azért,
mert a két utébbi mennyiség kiszamitasahoz az 1. § (12) egyenletrendszere
nem is elegendd. ‘

Ebben a §-ban a szamitasokat elGszor mindig arra az esetre végzem el,
amikor a ¢ = 0 idépontban egyetlen n egységhdl allé lancmolekula van jelen,
és az igy kapott eredmények felhasznilasaval targyalom az altalanos esetet.

* P (t)-t — t dtlagos depolimerécids fokdnak is szoktédk nevezni, mert annak a val6-
szintisége, hogy egy n — 1 kotést tartalmazéd lane a (0, ¢) id6 alatt I helyen elszakadjon,

n-1y . :
I | P11 — Py=1-1 65 igy a (0, %) id§ alatt elszakadt kotések 4tlagos széma (n— 1) P.
Ha ezt elosztjuk a kotések szamdval, megkapjuk P (¢)-t.
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Elészor kiszdmitom annak a valdszinliségét, hogy a ¢ id6pontban a,
monomer,. . ., @, n-mer van jelen. Ebben az esetben az el nem bomlott kotések
szama :

(1) f12+2a3+...+(1z=—l)an:_al+2a2—‘,—...+'na,n—
n n
—20&;:?@-—2&-5
i=1 i=1

az elbomlott kotések szdma pedig

(2) n—-l—(n——Za; ::Za;wl.

=1 i=]

Altaliban egy adotf @, monomer-, a, dimer-, ..., @, n-merbél allé allapotbdl
a tobbi hasonlé dllapotokat tigy kapjuk meg, ha képezziik az 6sszes lancok
minden olyan lehetséges permutdciéit, amelyekben az egyenld hosszlsagt
lancokat azonos elemeknek tekintjiik. Igy az Osszes ilyen allapotok szdma

(f‘-x g o a,)!
a;! ax! ... an!

(3)

és ezért egy ilyen allapot létrejottének a valdszinfisége

5 gl —P)fi (@4 .. Fa)lp P yactiotay
B At VS S =% '

Nyilvanvalé, hogy
(l—*P )n Z (a1~l- +an)' ( s )a,-i----+an )

(5) — .
] ! .
ay+2az+-++na,=n @By xw s B 1—P

ahol az Gsszegezés minden olyan a, ..., a, értékrendszerre van kiterjesztve,

amelyrea1+2ag+ eoe. +nan=n Haa,= l,akkoral = = ... = fp-1 =0
és gy
(6) P(O, -..,03 ],t):(l_P)n..l

Jeloljiikk N; (&, t)-vel az egy ¢-merbdl a (0, ¢) id6 alatt keletkezett k-merek
atlagos szamat, akkor (6) alapjan, mivel csak az a, =1 és a, = 0 esetek
lehetségesek,

® | Ny (0, 1) = (1— P (1))

Legyen most 1 < k << n — 1. (4) alapjan a k-merek szdménak varhaté
értéke : :
) (1 o P)n

(8)  Nu(ki) = 5 Y a

ayt+2az+-+tnap=n

(@ + ... +ap)! [ o )a1+"""“n

a!...a,! \I—P
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Nyilvan elegend6 az Gsszegezést az a,, . . ., a, értékrendszerek koziil csak azokra
elvégezni, amelyekben ay -~ 0. Ennek alapjan

‘E\Tn (L, t) — 1
= (1_"1))“ | (al = s e l'ln)! ( P ]al-+°"+ﬂn
SO e Gy g Y I =P =
P e ﬂa”a_ln R (% 1) i.ap! \1—1
= (1— Py~ ¥ (a1+...+ak—1;;-...+a,,)
9) ay+2as++klag—1) + - +nap=n—k
(@ + ... +ar—1+4 ... +a,)! ( P )a1+°'-+ak'1+'--—i‘an
al‘ (G;‘— 1) 61"1 1—P s
- (a1—|— ‘|‘@k—“1+ ot an)!l P Nt Tagmiteeta,
1__ n—1 s
) 2 1 ...((Lk—l) .Cl-n! (I—P)
a;+2az+-+k(agp—1)++"+na,=n—k
Jeloljik az ay, ...,ay — 1, ..., a, értékeket 61, .o, by ..., bp-nel. Mivel a
by < v o5 b ertekek nem negatwok b, + 2b, + . + nb, = n — k csak ugy
allha,t fenn ha b, 4+ 2b, 4 . (n—— EYbpy =m — k68 bt—ppr1= ... =
= b, = 0. Igy (9) szerint a k-merek szamanak varhaté. értéke :
_ pPan—Kk
Nyl t) =pP(1—py-1 L=H""
. P
by +... +bu_p)! [ P Noy+ertbpy
_ Z by + ... +bn_p) (i—*“l—“t‘)*“:—) ‘ 3) l kg
(10) by+2byt -« o+ (n—k)bp_p=n—K byt ..bp ! 11
b gy =R e o bl e
bl!"'bﬂ-—h! I_P

by+2bg4 - e 4 (—K)by _p=n—k

(5) alapjén (10) mésodik sora P (1 — P)*!-gyel egyenls, ‘az elsé sora pedig
a P (1 — P)*!szorzétél eltekintve nem mas, mint egy (eredetlleg) n — k-mer-
bél keletkezett osszes lancok atlagos szama. Ezt egyszer(i meggondoldssal
kiszamithatjuk.

A keletkezett lancmolekuldk szama mindig eggyel tébb, mint az elbomlott
kotések szama. Ha tehat kiszdmitjuk az elbomlott kotések atlagos szaméat
és ezt az értéket megnoveljitk 1-gyel, akkor megkapjuk az dsszes keletkezett
ldncmolekuldk atlagos szamat. Mivel egy n — k-merben n — k — 1 koétés van,
tehat annak a valdszinlisége, hogy ezek koaul pontosan ! bomoljék el a (0, ¢)
id6 alatt :

(11) | [n'—?_l)Pf(l_P)n—k—lﬁl
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és az igy elbomlott kotések atlagos szdama

n—k—1

(12) Zl( k l)})f (1—P)r—k—1—t — (n—k — 1) P

Vagyis a keletkezett ldncmolekuldk atlagos szama

(13) (n—k—1)P + 1

(10) és (13) alapjan a k-merek szamanak a varhaté értéke :*

(14) Nyk,ty =P(Q1—P)F 12+ n—k—1)P), 1<k<n—1).,
Abban az esetben, ha A () = A allandé, az 1. § (15) képletéhez hasonléaia

(15) | P(t)=1—eM

1 ; . ’
ahol }— megadja egy kotés atlagos élettartamat :

(16) ' T L P (1) dt

o .\

l

Jelentse N (k, t) a polimerben a ¢ idépontban talalhaté osszes k-merek szama-
nak a varhatd értékét, N; (k,t) (k= 1,2, ...,2; 1 =1, 2, , m) pedig az
egy (eredetileg) i-merbdl a (9, 7) id6 alatt letreJott osszes k merek szémanak
a varhaté értékét, akkor (7) és (14) alapjan

N (b, t)= N (k, 0) (1—P)k~1+iN (i, 0) P (1 — P)i~1(2 + (i—k-1)P)

i=k+1

N (n,t) = N (n, 0) (1 —P)"1

(17)

Szamitsuk ki most a k-merek szaménak a szdérdsat, mikozben csak egy,
n egységbdl allé lancmolekulat tekintink. (4) alapjan (o, (%, t)-vel jeldlve
ezt a mennyiséget) : :

o (k) + N2 (k, 1) = Za‘ g5 el it} ==
ay+205+ - +nan~n )
| Ty s
(8 oY ak(ak—n‘idl__-_-_-ifn)-(1 Py ( P ]“ﬁ “
ay+2ap+ s - +na,=n Ay: ... Qp' Y 1—P
-3 + Nn (k: t)

* Ezek a formuldk megegyeznek az E. W. Montroll és R. Simha &ltal levezetettekkel.
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(18) masodik soraban az §sszegezést elegends azon értékrendszerekre elvégezni,
amelyekben a; -~ 0 és a, -~ 1. Legyen el8szor 2k < n. (18) alapjan

o2 (k, 1) + N2 (k, t)— N (k,t) = P (1 — P)n—2.

19
(18) -E(a1+...—1—an)(a1—|—...—|—a-n——l)
ay+2ag+ s nay=n
(a'l + _ e i 2) ! ( s )al': ! --—!—0.,1——2_
By loee Be=—2)) cov ity \1—P
=P L—Py2 Y {dy 4+ i = .. a1 4 8)
ay+2ag+ -+ k(ap—2)+ - - - nag=n—2k
(a'1+ —}—CL;L.——Q _i‘ Tla'n_l = 2)
(Bt .o B G =T oo )] ( P yag+eodap—2+ - tay,
a! ... (ap—2) ... an! I—PJ
Ha (19)-ben 'bevezetjiik az ay, ..., a, — 2, ..., an szamokra a b, ..., b,
jelolést, az Osszegezésben nyilvan csak by, ..., bn_s; szerepel, by _si 11 =
_ bn = 0.

Vegyiik figyelembe, hogy b; + ... + b,—2r — 1 az elbomlott kotések szamat
adja meg az (eredetileg) n — 2k egységbdl allé6 lanemolekulara vonatkozélag.
Az elbomlott kétések szama pedig binomialis eloszlast kovet (n — 2k — 1) P
atlaggal és (n — 2k — 1) P (1 — P) szérasnégyzettel. Ennek alapjan

jo— P)n—z’.f.‘

P2 (1 —P)ztkﬂ)( 5 P (N
by 42yt + o o H(n—2k)b,;__op=n—2k
£ ! _
(20) = bnfzk_] )2(b1+ ce. bn—zk) * ( P )b1+ +bn-—2A:
By 1 cw B il 1—P
=P2(1—PRU—1 ((p—2k—1)P (1 —P) + (n— 2k — 1)2 P?)

) = n—2k
5P2 (1 — P)2tk—1) (I—gj__z by + ... +
/ b]+2bz+" -*’{n—2k)bn__2k=n—2k
(21) £ B ] by + .-+ baon)! (mP_)ler...ern_Qk _
s byl ... by gl 1P

= 5P2 (1 — PRl —2k—1)P

és igy
o

2(k,t)=N_(k,t)— N2 (k, t) + P? (1 —P)2k=1),
(22) (

((n—2k—1)2P% + (n— 2k — 1) P (6—P) + 6
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Ha n = 2k, akkor a szérast a kivetkezGképen szamithatjuk ki : &, (k, 1)
ak a 0 és 2 értékeket veheti fel.* az utobbit P (1 — Py&=h Va,loqzmusegge] :
) . .

3)

csa
(14 flg}elembevetelevel
(2

o2 (k, 1) = 4P (I — PRV~ — P2 (] — PRG=D (2 4 (k— 1)P)2.
Ha pedig' 2k > ", akkor Cn (K, t) csak a 0 és 1 értéket veszi fel, mégpedig

az utébbit P (1 — P)<1 (2 + (n — k& — 1) P) valdsziniiséggel. Ugyanis egy
n-merhdl egy k-mer ugy keletkezhetik (ha. ke —) hogy vagy az elsG, vagy

az utolsé & egvseq valik le egészben, vagy a lanc kozepébdl szakad ki egy k-mer
az utébbi n—k—1 mdédon Iehet%egeq (14) figyelembevételével

(24) o‘i (k,t) =P(1l —P)-1 (2 + (n—k s HP)y(1—P (1 ~P)""‘.1 (2+ .
+ (n—k—1) P)). -

 Ha eredetileg N (n, 0) n-meriink van, akkor tekintve, hogy az egyes
lancok bomlasai egymastol fliggetleniil mennek végbe, a kiilonbéz6 lancokboél
szarmazé k-merek szamai egymabtol fiiggetlen valdszintiségi valtozdk, tehat
szorasnégyzeteik Osszeadddnak és igy az osszes k-merek wamanak a szoras-
négyzetét ugy kapjuk meg, hogy a (22), (23) és a (24) kifejezéseket N (n, 0)-val
megszorozzuk. Ha pedig a 0 idépontban N (I, 0) I-meriink van (I = 1, ..., n), .
akkor az Osszes k-merek szérsisnégyzetét-a kévetkezé kifejezés adja

(25) - a? }.,1) —Zz\a i, 0) a2 (, 1),
=k -

Most  megbecsiilom a o2 (L, t) [N? (L, t) hanyados nagysagrendjét.
Equzeruceg kedvéért arra az eseim szontkoznm, amikor N ([, 0) = 0, ha

l=1,2,...,n — 1. Legyen elGszor k <", (17), (22) és (25) alapjan

o (k) _ N (n,0) o7 (k1)
N2 (k, 1) \"(n 0)-N2 (k, )

_PA—PY1 (24 (n—k— )(P) + PH(1—Ppk—b (n—2k—1) -

N O P - P Gn—k— 1P
P2 (1—P)2(k—1((n— 2k — 1)P((6 — P +6 — (2 + (n- —k— 1)P?)
. N(n.o) PY1 — Py2k—D (2(n— k— 1)P)? =

o £

1 o e

(.

T

B im0\ N oht - N Nk N (n, 0

és igy _
(26) : _ 0__(_[‘__”_ P ___1_ s E.ﬁl.___
_ N2 (A ty "N (k,t) N (n,0)

* o (K, t) jeloliaz egy lanemolekuldbol keletkezett k-merck szémat a ¢ id{':')pont-baﬁ._
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Ha 2k = n, akkor (23) alapjan
o? (k, t) >t B

(27 ;
) N (e, ) h PN (n,0)

ha pedig & > % akkor (24) alapjan

ok, 1) 1_ 1 ', 1 - 1

(28) - < _
Nk, 1) N (k2 ) N (n,0) N (k, t) "N (n, 0)

Jeldljiik C (k, t)-vel az Osszes k-merek szamat a ¢ ldopontban és alkal-
mazzuk a Csebisev-egyenlStlenséget az N (k, t) koriili ingadozdsok megbecs]e—
sére. Kszerint

1)

N (k, t) 1 (l,
J‘ N2 (k, t)

(29) f’@f(k,m——fV(k,n|:> -

(26), (28) és (29) alapjan, tovabba, ha 2k # n és N (k, 1)/10° = 4, akkor
1 1

(30 Pty —N () S A) <> 4 .
) (15 (e, t) — N ( =St

Végiil kiszamitom az ¢ és k-merek szdménak a korreliciés egyiitthatéjat
o[£ (2, 8); C(k t)]-t, (¢ + k). Felteszem, hogy N([,0) =0 (=1, ...,n — 1)
Az el6bb mondottak szerint '

. N {(m:0) 3 N(n,0) .
(31) E(@) = (D61, Edlt)=) ED k1),
F=1 : =1 -

ahol ) (i, t) és L (k, t) az r-edik n-merb8] szarmazott ¢ és k-merek szamdt
]elentlk ' :

(G (1) és (] (]f Oyl +r;i,k=1,....n) figgetlenek, tekintve,

hogy a lancok bomlabal egymastol fuggetlenil mennek véghe, ezért, mint
konnyen belathatd,

(32) o5 (int), €GB ) (ED (0, (O (b0, (=1, ooy N (15 0)).

A tovébbiakban éppen ezért a 1§ indexet elhagyom és csak egyetlen léne-
molekulaval foglalkozom. Mivel

M (Sn(ist) En (k1) Ny (i t) No (k1)

& g s En (b, 1)) =
(33) e (5wli, 1), Lo (1) g e

tehat csupan M (C, (i, )« Cn (k, 1))-t kell kiszAmitani.
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Ha ¢ + &k > n, akkor M ({n (2, 1) - Ly (k,1)) = 0, tekintve, hogy ebben
az esetben vagy ¢ vagy k 0-val egyenlé. Ha 7 4 kb = n, akkor

. o : ) .- 5 . . fP(] __P)fn!" 2
(34) "-U(':'J"I ('b: f) : é:z (l‘, r)): P (‘c'rl (7": t):‘_ tn (‘rb: l’) l) = l P P)‘- k2
aszerint, hogy ¢ = k illetve ¢ + £.
Vegul az 1 -+~ k< n esetben M (fn (3, 0)-En (F, t)) kiszamitdsara a o}
(k, t) kiszamitasanal hasznalt moddszer szdszerint alkalma{hafco Ha az ott
szereplé meggondoldsokat Teglgws&zuk, akkor azt kapjuk, hogy

Jf M(En(i,8)-En (k) = P2 (1—P)y+ 2 [(n—i—k—1)P (1=P) +
\ + n—1—k—12P2+5 (n—f,—]..—r—l)}’—]—b_\.
Konnyen belathaté, hog gyhaP (f) = 1hat-—> co (amiaP (f) =1 — ¢’
esethben teljesiil), akkor :

lim ¢ (£ (,8)-E(k,80) =0, (i £k; 5,b=1,...,n).

f—oc

4. §. Az dtlagos molekulatomeg kiszdmitisa

Ebben a §-ban nem teszem fel, hogy a vegyuletben szereplo molekulak
linedrisak, hanem tetszéleges alakiak is lehetnek, csupdn azt kétéom ki, hogy
az elbomlis szempontjabél minden egyes kst bs egyenrangu és egy. kotés

szakadédsa dltal a molekula kétfeld valik. A
__l e tekintend6 molekulak tehat lehetnek eldgazdk
| (2. abra), de nem lehetnek hdlézatosak (3.

T T 4bra).

i | e |

2. 4bra . s 3. dbra

Felteszem még, hogy az egyes kitések bomlasai egymdstol fugget]enul
mennek végbe (ebbdl kivetkezik, hogy az egyes molekuldk is egyméastdl
fuggetlenul bomlanak és hogy a bomlds %zempont]abol minden kotés egyen-
rangi, fiiggetlenil attdl, hogy milyen nagysagh és alaka molekuldban és ott
is milyen helyen talalhato. )

Egyszerliség kedvéért e. azt az esetet vizsgalom, amlkor at=0
idéponthan N (n, 0) szdmt n-m.  -an jelen. (N (n, 0)-t réviden N-nel fogom
jelélni.)

Ha — mint az el6bbi §-ban £ #) jelenti a k-merek szdmat a ¢ idGpont-
ban, akkor az atlagos molekulat omeget ugyanebben az idgpontban a kovetkezo
k1fe1e7es adja meg :

(1)
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(1) szamlaléja minden ¢ 1dopomban n 1 —nel egy enld, hiszen a bomlasi |
folyamat kozben az egységek szama nem viltozik, tehat (1) a kévetkezd alakba -
irhatd : : A

" aN’
E(1, )+ €(2,0) + ... +EmH)

(2)

(2) nevezdje nem mas, mint a ¢ idépontban jelenlévé’ osszes molekulak
: N )

“szama. Jeloljik ezt C (#)-vel. A feladatunk tehat M [ nek a kiszamitdsa.*

Képzeljiik el a molekuldkat - 1-t6l N-ig megszamozva Ha a k-adik
molekula,ban a (0, t) id6-alatt elbomlott kotesek szamat a,-val jeloljiik, akkor
a; + 1 megadja a k-adik molekulabél a (0, 1) idS alatt keletkezett Osszes
molekulak szamat és a, + ... - ay -+ N pedig nem mas, mint a ¢ idépontban
jelenlévé osszes molekulak szama. Ki kell szamitani tehat annak a valoszini-
ségét,” hogy a (0,1) id6 alatt-az elsé molekuldban «,. ..., az N-edikben ay
kotés szakad el. ' '

Mivel feltettem, hogy mmden egyes kotés egvenrangti, tehat mindegyikie
vonatkozolag ugyanannyi annak a va.loezmuqege, hogy a (0,7) id6 alatt
elbomoljék. Jeldlje ezt a valdszintiséget P (), (P (0) = 0). Annak a valészinfi-
sége, hogy az els6é miolekulaban a,, .... az N-edikben ax kotés bomoljék el
a (0, ) id6 alatt — az egyes kitések és az egyes molekulak eg ymastol fligget -

leniil torténd bomlasai km etkeztében — a kO\etke?o kifejezéssel egyenld:
N m i ;
P - ), "L Pt n—1 —ay 2o,
k{]} ( . ) (P0)* (1 =P o) '.

:\' e |

& | S P
(3) B . \(: 1) [I [ : J [1_—7] 5

s ateransN N 1
P (I—P] E( ) l
(3) alapjan
(-L) . - M[m\ )__
(1___ P.)n!\f 3 3 1 P E a“f..; can+N " 1
= nlN PN e Wy = » s +a.\,‘+'T‘1—__]5) [I [
05ak§n—! A g .
. 1ZkEN

* Linedris lancokra vonatkozolag R. Semha [2] gy kivanja kiszémitani M ‘ ,&@) -t,

: ' - 1
hogy ezt az értéket azonositja M E@D) -vel, ami nyilvinvaléan helytelen. -
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Mivel egyenlo a jobboldalon levé dsszeg. Jeloljiik z-szel TP —t és

differencidljunk « szerint, akkor ha magat az Osszeget f(v)-szel jeldljiik :

; : . o . o N e 1
(5) ,f (QC) == \\ : - ;(»;01’-*"‘ + Gj\r—i—.\- H (n : ) ’
: ay+ .. +ay +N !

ot 't-z.k
= ;f=: s} ; : .
=N

—'D

azt kapjuk, hogy :
(6) . : - 'f (l?) 2% 'l'N_I (1 _j_ ]-)N(rzfl) _

Mivel P (0) = 0, tehat f (0) = 0, mert csak i igy ka,punk (4) 4ltal veges értéket.
Ebbol viszont (6) a]a,p]a,n kovetkemk hogy

: z : _
(7) | f @)= § N1 (1 4 N0 e,
: 0 :
tehat
(8) | fl ) ( N~ 1(14— N gz,
s 0
Alkalmazva a z == -——IT helyettesitést, (8) a kovetkezé alakot veszi fel:
: N R N1
() " SRR ;
(9) § _ fll—PJ ' (1_ )N du.
Ismeretes,* hogy az
” - | o, e fe 1B ) o
1 Fila,B,v,v) =14 - v 4 L
ol Moty ) v1' y(y+1)1-2 e

"o

h}pergeome’rnal fuggveny elGallithaté a kovetkezd integralalakban :

1 ; ' |

S SN B - sy G T [ S e K g R
FETF e et

0

(11)  F(a,B,v,v)
ha > g > 0, ahol B (r,s) az Euler-féle beta-fiiggvényt jelenti :

(12) B (-r.,s) ::

&

1 (1—a) 1de

* Lasd pl. [4) 416. oldal.
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(9) és ‘11) osszehasonlitasabdl lathatd, hogy f(ép) a kovetkezd
alakra hozhat6 (a =nN 4+ 1, =N, y=N + 1):
. P Pi\-
f =) =

(13) 1—p

= F (N + 1, N, N +1 P)

és igy az atlagos molekulatomeg varhaté értéke
nN ]
0!

Tekintsiik most az F (nN + 1, N, N ++ 1, P) kifejezést. Bgy Gauss-tél
szarmazo* rekurrens formula szerint

(14) M [ =n(l—P)"N F(nN+ 1,N,N + 1,P).

sy o ¥ (v + 1D F(,B,v,0)—v(y+ 1) F(a+1,B8v+ 1,2+
Vol B(y—a)oF(a+ 1,8+ 1,y +2,0) =0

Ha elvégezziik az a =nN,B =N,y = N,v=P helyettesitést és
figyelembevessziik, hogy

; rAT N 7 (N + k- TSR R
{]6) _'[P(ﬂlz\- «L\’-ﬂ\ gﬂ( )‘P S (I_P)(U\”
akkor - azt kapjuk, hogy

N41

= 1+ Nn—1)P)F@N + 1,N,N + 1,P) +

4+ N(n—1)Ps,
ahol 8— F (N - 1,N - 1,N +2,P)— F(uN + 1,N,N +1,P).

(17)

N
Szorozzuk be (17) mindkét oldalat = (1 — P)"Nonel, akkor ha M (" (t))
helyett roviden csak M-et irunk, (14) flgyelcmbevetelevel o Kovetkezd Life.
jezést kapjuk :

(18) n(N+1)=(N+1+N@m—1)P)M +aN (n—1)P (L— P)"VN 5.

Ha mindkét oldalt N 4+ 1 + (n — 1) P-vel osztjuk, azt kapjuk, hogy**

M " ' I - L ) o R v
(19) 1 (n—l)P N+14+Nmn—1DP 1+ (n—1)P .
n (n—l)Z\TP( — P)"N § n
- g +N(?—1)P 1+(n—1)P"* Rt
* Lasd pl. [4] 420. oldal.
¥k A Simha altal végzett szédmitdsok az itt tmg}alt esetre vonatkoznak és a
végeredmény megegyezik M kifejezésének els6é tagjaval —1[(:!_1)—1; -vel. A pontos

elméleti érték ettol eltér. A két érték kozotti killonbség : R a legfontosabb esetekben
clég kicsiny. '
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- Becsiiljiik meg most eldszor é-t, majd R = R, — R,-t.

8=F@N+1,N+1,N4+2P)—F(@mN+1,N,N+1,P) =

o Tl 4 zi'- .‘, - N+ 1 ) S
:kzo( J: PH( 5 N+1+%k ;\-'_-'J_Z'EJ ™
— m\ -+ k k =
(20) <2 [ | (N + k) >

k—2 N -+ & o
NPE{ s (.nN_'_VA) pr-1 o

o

< .V (1'__' P)rr\

(19) és (20) alé.-pja’m

: o _ nn—-1)P n:P _ 2n?P
(21 078 gl R R g, G MU PR WO 2
) | 1 2 N e T N <, N

A gyakorlatilag elGfordulé esetekben n < 105, N > 1 (}22 tehat

(22) | R < 2P 10-10
Ha tehat M-et az |
I 4+ (n— I)P

kifejezéssel helyettesitjiik, legfeljebb -1?%]— hibat kovetiink el.

Nézzﬁk meg, hogy R legfeljebb hz;nyadrésze M-nek. Mivel l 3:: < 2,
o e J+ tehit ha (R, + Ry) -l-f——(’;—JZU . < ", akkor
o e BT o el
ey |iTe—vet® | iFa—yr RTR
< 2R LRy _i“._.("”)_';‘_—_'-_)_P_ < 4P %

vagyis a relativ hiba is igen kicsiny, ha #n? kicsiny N-hez képest.
Tekintsiik most a problémat altaldnosan, azaz tegyiik fel, hogy a { = 0

idépontban N (1, 0) monomer, N (2, 0) dimer, ..., N (n, 0) n-mer van jelen.
Jelen esetben annak a \ah)a/musegef hogy a (0, #) id6 alatt (ha az ugyan-
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annyi egységet tartalmazé molekula-csoporton beliil az egyes mosekulakat
megszamozva képzeljik el)az elsd dlmerben afz), .., az ntolséban CLS\](Q 035+

az elsé n-merben a{,. .., az utolséban ali, 0) kotés szakad el, a kov etkezo
kifejezés adja meg :

n  N(k0)

E—1 | H
(ee) o IIU ( " }Pam (1 — P)k—1=af.

=2 fI=

(24) alap]an ha M ()- vel ]eiol;uk az atlagoa molekulatomeg varhaté értékét
a t idépontban, akkor

(25) oM (@) =

;:?”N‘(T,O) n NkO ot i
— ' [[ H [a(h )Pa“m(l—P)ku:I"a}k}

0=al’<g j—1
1< igJN(JO)Z Zag” ZN(T’O)
25 j€n r=2 s=1 r=1
Ha bevezetjiik a kovetkezd jeloléseket :
: n o N(n0) ‘
(26) S, ) e = K,ZN (k, 0) = N, Zw k. 0) = N’,
T r=2 s=1 k=1 k=1 ;

akkor (25) a. kovetkezd alakra hozhaté :

n N(k,0)

P K 1 o ) T
: M) =B —Py-NEH BT =y
(27) M (t) = SN’ (1—P) a%(l._pJ o 1111 (a,mJ

27)-ben az Hsszegezés ugyanazon g} értékekre van kiterjesztve mint (25)-ben.
Az el6z6khoéz hasonléan belathaté, hogy (27) a kovetkezs alakra hoz-

hat¢ :
_P_
IM (t) N’(l;' 4 l?’z’\“l (1" Z)N'~N gy — .
i " i = I _— d -+ d . —
(28) PN o ‘

= M (@©)(1—P)V' F(N',N,N + 1, P)

ahol M (0) jelenti az atlagos molekula.ttirﬁeget a 0 idépontban, N’ az Osszes
egységek szamat (ez #-vel nem viltozik), N pedig az Osszes molekulak  szé-
mat a 0 idépontban. : ' :
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Tekintsiik most ismét a 1 ) rekurrens osszefiiggést. Ha beheryette-
sitjilk az o =N, 8 = N, ¥ =4 N, v = P értékeket, akkor azt kapjuk, hogy

ANMJ~Nw+nFW+LMN+Lﬂ+:
(29). - (1P ~ | e

+ (N'—~N)NP (F(N'+ 1; NN + 1,P)+9),
ahol
(30) o= F(N'+LN+1L,N+2P)—F@ +1,N,N+1,P).
Szorozzuk meg (29) mindkét oldalat M (0) {1 — PN [N-nel, akkor azt kapjuk,
hogy : .
(31).  (N+1)M (0) = N 1) M (t) +(N'"—N)PM (t) +
aM (0) (N’ — N) (1 —FN'Ps.

-Inne'_n
G l e N+1+ @ —NP
N+ I1+ N —N)P

- Foglalkozzunk most az R maradéktaggal. Legeldszor beesﬁ]jiik meg ¢-t.

S=F@W +1L,N+1,N+2,P)—F(N+ 1NN+ LP) =

[
1b38

(N’-Jr-k]Pk( N 41 2 N )
N-iI14k N-+FE-

(33) o B

N’ L k : |
B =

= : (\"T"I") + L

Mivel N’ > N, tehat

(34)

(N k) (N + k—1) l N’ —k)

N' 2 -'
< (__) = M?* (0)
(N + k) (N +1+ k) ) AR ;

N
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s A A PM? ()

= N (1—P)V

-

(35) 6 << T PM2(0) Z’(

(35) alapjan

] ATf N - N'D 1is T . 3
(36) YO W —N)(1-PV'Ps - M (O)PF nP?

N+1+ (N —N)P TN+ TN

Végiil becsilljiik meg a relativ hibat, ha M (f) értékét M (f) + R-rel.
helyettesitjiik. (36) utolsd tagjat haszndlva, és figyelembevéve, hogy N < »N,
kévetkezik, hogy

(37) kR eI N — NP,
M) N+HME) L (N + 1) M@
N+1+(N—N)P
/Q,nfi})‘-_.’
< o

feltéve, hogy

N L 1 - iuk AT
gl N ]

(N+1) M@ 2
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TEOPETHUKO-BEPOSITHOCTHAST TPAKTOBKA MNPOLIECCA PACITAIA I[.H!/IHHbIX
LEIMHBIX MOJIEKYJI

A. Tlpexona

Peawme

P. Cumra B 0JHOI U3 ¢BOUX paGoT NMPUBOIUT /18 MPOLIECCA PACAA JUIMHHBIX I[ETTHBIX
MOJIEKYJI, cucTeMy AvpdepeHnnanbHbIX ypaBHEHHH 15 (YHKIHUM JAalolMe U3MeHeHHe Yucia
LEMHBIX MOJIEKYJT Pa3IHYHOM AIUHLL M0 BpeMmen. TIpapHIbHOCTE 9TOH CHCTEMBl YPaBHEHHIH.
P. Cumra ne 000CHOBLIBAET,

B § 1. noxasuiBaerca u ofodmaercs ypasHeHuc CHMI'H CTaTHCTHYECKHM IyTeMm.

B § 2. pacemaTpuBaercst crienMaibHbIi Ciyyail ripouecea pacnaja, rje Bee COeUHEeHHst
‘ HBHHIOTCH PABHOTIPABHBIMU . BBIUNCIEHBI TAKMKE JMCIEPCHST 4MCIa HENHbIX MOJEKYJ PasHy-
HOM nmmbl ¥ KO3(pPUIMEHT KOPPETAMN MEXy HHMU.

B § 3. aprop 3aHuMmaercss BBIYHUCIECHHEM CPE/HEr0 3HAUYCHUSI CPEHEro KOIUUECTBA,
MOJIEKYJI, W OUEHHBACT OTKIIOHCHHC leO'\‘lHHyIUH (I}Up‘erJ[b] oT llpMOﬂHA\EHHOH (I)OPMY.TH:I
MOJYUYCHHONH panee APYTHMHE aBTOPAMU.
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STATISTICAL TREATMENT OF THE DEGRADATION PROCESS
OF LONG CHAIN POLYMERS

A. PREKOPA
Summary

The problem of the size distribution of degradation products, generated by the
splitting of long chains, has been considered by R. Simha. A system of linear differential
equations was introduced, in which the unknown functions are the numbers of k-mers
as functions of the time. However no proof for the validity of these equations was
given.

§ 1. contains a statistical justification of ther mentioned system of differential
equations.

In § 2. a special case is considered in which the disintegration probabilities for all
linkages are equal, independently of their position in the chain. The dispersion and the
correlation coefficient of the number of k-mers are also calculated. :

§ 3. is devoted to * e correct calculation of the mean value of the average molecular
mass. A formula is proved and compared to another, received by Simha by a not quite
exact method in [2].
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