Math. Operationsforsch. u. Statist. 5 (1974), Heft 4/5, S. 281-293.

Eine Erweiterung der sogenannten Methode
der zuléssigen Richtungen der nichtlinearen Optimierung
auf den Fall quasikonkaver Restriktionsfunktionen

A. Prékopa

Technische Universitit Budapest, Budapest, XI. Stoczek u. 24
und
Institut fiir Rechentechnik und Automatisierung der Ungarischen Akademie der
Wissenschaften, Budapest, I. Uri u. 49, Ungarn.

Eingereicht bei der Redaktion: 19. 6. 1973

Zusammenfassung

In dieser Arbeit beweisen wir die Konvergenz der Methode der zuldssigen Richtun-
gen fiir den Fall quasikonkaver Restriktionsfunktionen. Unsere Ergebnisse haben wir
schon in einem englischsprachigen Artikel [2] publiziert, jedoch in Verbindung mit ei-
ner speziellen Aufgabe der stochastischen Optimierung, wihrend unsere jetzige Arbeit
die Aufgabe allgemein untersucht.

Abstract

In the paper we prove the convergence of the method of feasible directions for the
case of quasi-concave constraining functions. These results were already published but
in a shorter form and amalgamated with a stochastic programming problem. Here we
give a detailed and a more general treatment of the earlier results.

1 Einleitung

In dieser Arbeit wird die sogenannte Methode der zuléssigen Richtungen von ZOUTENDIJK
(siehe [4], Seite 74, Verfahren P 2) auf den Fall erweitert, wenn die Funktionen der Ne-
benbedingungen nicht unbedingt konkav sind, sondern nur quasikonkav. Dabei verstehen
wir in erster Linie unter Erweiterung, daf§ wir die Konvergenz des urspriinglichen Verfah-
rens fiir den allgemeineren Fall bei quasikonkaven Funktionen in den Nebenbedingungen
beweisen. Auch unsere anderen, hauptséchlich analytischen Charakter besitzenden Vor-
aussetzungen weichen von den urspriinglichen ab, und zusammen mit der Quasikonkavitét
der Restriktionsfunktionen bedeuten sie einen allgemeineren Fall.

Die in der Arbeit enthaltenen Resultate haben wir schon frither veréffentlicht [2], doch
in kiirgerer Form und in Verbindung mit einer speziellen Aufgabe der stochastischen Op-
timierung.



Wir beabsichtigen nicht, die in unserer Arbeit aufgefithrten Lemmata, Hilfssidtze und
Uberlegungen sorgfiltig mit denen fritherer Arbeiten zu vergleichen, zum Teil deshalb, weil
der wesentliche Teil der benutzten Uberlegungen einen folkloristischen Charakter trigt und
deshalb ein reales Bild nicht gegeben werden kann. Wir bemerken jedoch, dafl wir viel aus
der Arbeit von ZOUTENDLJK [4] entnommen haben. Wir beschéftigen uns mit der Losung
der folgenden nichtlinearen Optimierungsaufgabe:

Gi(x) > pi, i=1,...,m
alx >b, i=1,...,M, (1.1)
min f(x).

Falls fiir den Vektor x eine Nichtnegativitdtsbedingung vorliegt, denken wir uns diese
in das lineare Ungleichungssystem mit eingefiigt. In Verbindung mit der Aufgabe (1.1)
fithren wir die folgenden Voraussetzungen ein:

Vi. Die Funktionen G1(x),...,Gy,(x) sind auf der AbschlieBung K einer konvexen, of-
fenen Menge K definiert, wo jede Funktion G;(x) nach jeder Variablen stetig diffe-
renzierbar ist.

Vy, Wenn x € K und der Vektor x geniigt den insgesamt m + M Nebenbedingungen
der Aufgabe (1.1), dann ist x ein innerer Punkt der Menge K das heift x € K.
Die, durch die Nebenbedingungen der Aufgabe (1.1) bestimmte Menge wird mit D
bezeichnet. Offensichtlich ist D eine abgeschlossene Menge. Vom 3. Abschnitt an
setzen wir voraus, dafl das durch die linearen Nebenbedingungen der zweiten Zeile
in (1.1) bestimmte, konvexe Polyeder beschrénkt ist.

V3. Die Funktion f(x) sei iiber einer solchen offenen konvexen Menge H definert, die die
Menge D enthélt, und wir setzen voraus, dafl von f(x) die partielle Ableitung nach
jeder Variablen existiert und stetig ist in H.

V4. Fiir jedes x € D, mit
Gi(x):pia Z-EIOC{L'--:m}? (12)

kann man ein y € D finden, so dafl (der Gradient wird immer als Zeilenvektor
betrachtet)
VG;(x)(y —x) > 0, i € 1. (1.3)

Diese Voraussetzung ist analog zu der in der konvexen Optimierung benutzten SLA-
TER-Bedingung.

V5. Die Funktionen Gp(x),..., Gy, (x) sind quasikonkav in K, withrend f(x) im eigenen
Definitionsbereich H konvex ist.

Im Zusammenhang mit der Voraussetzung V; kann die Frage auftauchen, warum wir
die Funktionen Gi(x), ..., Gy, (x) iiber der AbschlieBung einer offenen Menge definieren.
Die Offenheit der Menge wird im Interesse der Deutung der Differenzierbarkeit benétigt,
deren Abschliefung dagegen deshalb, weil wir sonst nicht sicher sind, dafl die Nebenbe-
dingungen der Aufgabe (1.1) allein die Menge D bestimmen, und daf dies nicht auf solch



eine Art geschieht, dafl teilweise durch die m + M Nebenbedingungen allein und teilweise
dagegen mit der Bedingung x € K zusammen die Menge der zuldssigen Losungen fest-
gelegt wird. So kann dies nicht auftreten. FEine Schwierigkeit konnte sich daraus ergeben,
dafl die Abgeschlossenheit der Menge D fraglich ist. Dies ist jedoch vom Standpunkt der
weiteren Uberlegungen aus unentbehrlich.

In Verbindung mit der Voraussetzung V4 bemerken wir: Da fiir jede zuléssige Losung y

Gi(y) > pi, i=1,...,m, (1.4)
gilt, ergibt sich, wenn x den Bedingungen in (1.2) geniigt, fir 0 < ¢ <1
Gily) = Gi(x) + VGi(x + 9i(y —x))t(y —x) = pi, i€ lo, (1.5)
wobei 0 < ¢ < 1, woraus wir erhalten, dafl
VGi(x+ 9ty —x))(y —x) >0, i€ I. (1.6)

Fithren wir den Grenziibergang ¢ — 0 durch, so bekommen wir die Relation
VG;(x)(y —x) >0, i € Iy. (1.7)

Hier haben wir ausgenutzt, daf§ die Verbindungsstrecke zwischen den Punkten x und y
ebenfalls zu D gehort, dies sichert aber die Voraussetzung Vs. Die Ungleichung (1.7) ist
folglich fiir jedes y € D erfiillt, dazu wird durch die Vorausetzung V, eine schérfere Form
verlangt. Die Voraussetzungen Vi—Vj5 werden in der ganzen Arbeit stillschweigend als
erfiillt betrachtet.

2 Vorbereitende Lemmata

Wir fithren die folgenden Bezeichnungen ein:
Io ={1,...,m},
Io(x) ={i: i€ Ic, Gi(x) =p;}, xeD,
In={1,..., M},
Ip(x)={i:ie€ly, ajx="b}, x e D.

(2.1)

LEMMA 1 Sei x € D und seien v;, i € Io(x), u;, ¢ € I1(x), solche nichtnegativen
Zahlen, fir die die folgende Gleichung gilt

Z v; VG;i(x) + Z wa, =0 (2.2)
i€lo(x) i€l (x)
Dann ist v; =0, i € Io(x).
Beweis: Sei y € D ein Vektor, der fiir den gegebenen Vektor x der Voraussetzung V4

geniigt. Wir multiplizieren beide Seiten von (2.2) skalar mit dem Vektor (y — x). Wir
erhalten

0= > wVGE(y-x)+ Y waj(y—x)

iEIc(X) iEIL(X) (23)
> Z v VGi(x)(y —x) > 0.
iEIc(X)



Da die untere Reihe eine Summe von nichtnegativen Summanden ist, erhalten wir

v VG (x)(y —x) =0, i€ Io(x). (2.4)

Unter Beriicksichtigung der Ungleichung (1.3) folgt hieraus sofort die Behauptung des
Lemmas. Die beim Satz von KUHN-TUCKER benutzte Regularititsbedingung (constraint
qualification) besteht darin, daf} zu einem gegebenen x € D und jedem Vektor h, der den
Ungleichungen

VGZ'(X)h >0, 1€ Ic(X

ah >0, ieln(x (2:5)

)

),
geniigt, ein solcher differenzierbarer Kurvenbogen #(t), 0 <t < T, T > 0 existiert, der
ganz in D verlduft, so daf} gilt

aj(y(t) = bi, i €1y, '
und fiir den die Tangentenrichtung im Punkt ¢ = 0 mit h-iibereinstimmt, d.h.
Sy =n (27)
i = h. .

t=0

Hier kénnen von den Indexmengen I (x) und I7,(x) eine oder auch beide leer sein. Wenn
X ein innerer Punkt aus D ist, dann ist fiir hinreichend kleine ¢-Werte

P(t) = x +th (2.8)
enthalten in D. Dieses 1 (t) geniigt trivalerweise der Bedingung (2.7). O
LEMMA 2 Fir jedes x € D ist die Regularititsbedingung von KUHN und TUCKER

erfillt.

Beweis: Es ist ausreichend, nur den Fall zu betrachten, wenn wenigstens eine der Men-
gen Ic(x), Ir(x) nicht leer ist. Sei h ein Vektor, der den Bedingungen (2.4) gentigt. Wir
betrachten die differenzierbare Kurve

P(t) =x+th+t(y — x)], t >0, (2.9)

wobei y € D den Forderungen der Voraussetzung V4 fiir den Fall Iy = Io(x) geniigt. Uber
Ic(x) nehmen wir an, daf8 sie nicht leer ist. Sei i € I¢(x). Die oberen Ungleichungen in
(2.4) und die Ungleichungen in (1.3) bedingen fiir ¢t > 0 die Giiltigkeit der Ungleichung

VG;(x)tlh + t(y — x)] > 0. (2.10)
Damit ergibt sich jedoch fiir hinreichend kleine Werte von ¢

Gi(x +th +i(y — x)]) — Gi(x)

(2.11)
= VG;(x +9tlh +t(y — x)])t[h + t(y — x)] >0,
wobei 0 < 9 < 1 ist. Es existiert folglich ein 7" > 0 mit
Gi(¥(t) > pi, 0<t<T, i€ Io(x). (2.12)



Was die linearen Nebenbedingungen betrifft, so sind diese auf die folgende Weise
erfiillbar. Ist ¢ € I (x) (nehmen wir jetzt an, dafl I7(x) nicht leer ist), so gilt fiir jedes
t>0

alp(t) = alx + talh + t2al(y — x) > alx = b;. (2.13)

Demzufolge gilt ¥(t) € D fiir hinreichend kleine Werte von ¢ (die als echte Ungleichungen
erfiillten Nebenbedingungen bleiben fiir kleine Werte von ¢ durch (t) ebenfalls erfiillt).
Schlieflich bemerken wir noch, daf§ unsere jetzige Funktion 1 (t) trivialerweise der Bedin-
gung (2.7) geniigt, und damit haben wir das Lemma bewiesen.

Einen Vektor x* nennen wir eine optimale Léisung der Aufgabe (1.1), wenn x* € D und
fiir jedes x € D

fx) > f(x")
gilt.

Der KuHN-TUCKER-Satz gibt eine notwendige Bedingung dafiir an, dal ein gegebener
Vektor x* eine optimale Losung eines nichtlinearen Optimierungproblems ist. Auf der
Grundlage der im 1. Abschnitt aufgefiihrten Voraussetzungen und des in diesem Abschnitt
bewiesenen (aus den Voraussetzungen des 1. Abschnittes hergeleiteten) Lemmas 2 gilt die
folgende Aussage (zum Beweis siehe Abschnitt 1 in [3]): Ist x* eine optimale Lisung der
Aufgabe (1.1), dann existieren Zahlen

>0, 05 >0,

so daf
m M
—VAE) + D NVG(x) + > pia =0,
i=1 i=1
- ; (2.15)
D ONIGH(xT) = pil + ) prlaix® —b] =0
i=1 i=1

gilt. Der durch die Gleichungen (2.15) ausgedriickte KUHEN—TUCKER-Satz ist auch ohne
die Voraussetzung V5 giiltig, aber wir fordern, dafl die in diesem Abschnitt erwdhnte Re-
gularititsbedingung (constraint qualification) erfiillt sind. Zum Beweis der Giiltigkeit der
Regularitatsbedingung benutzen wir die Konvexitédt der Menge D, die aber eine Folgerung
aus der Voraussetzung Vj ist.

Unser folgendes Lemma enthilt eine spezielle Anwendung der Resultate von ARROW
und ENTHOVEN auf unser Problem.

LEMMA 3 Wenn im Punkt x* € D die Bedingungen (2.15) erfillt sind, wobei die Zah-
len X}, p! den Forderungen in (2.14) geniigen, dann ist x* eine optimale Liosung der

Aufgabe (1.1).



Beweis: Sei x € D ein beliebiger Punkt. Wir multiplizieren die obere Reihe in (2.15)
skalar mit dem Vektor (x — x*). Dann erhalten wir

0=-Vf(")(x—x") +i)\*VG- (x —x* +Z,u (x — x*
= —Vf(x* }: NVGi(x )+ Y praj(x—x)  (2.16)

1€lo(x*) i€l (x*)

> =V f(x")(x —x7).
Da f(x) iiber der Menge H D D konvex ist, folgt
f(x) = f(x") > Vf(x")(x —x"). (2.17)
Aus der Relation (2.16) haben wir erhalten; dafl
Vi) - x7] 2 0 (2.18)
ist. Unter Beriicksichtigung von (2.18) ergibt sich aus (2.17) sofort die Ungleichung
fx) = fx), =zeD, (2.19)

d. h., der Vektor x* € D ist optimal. Damit haben wir das Lemma 3 bewiesen. ]

3 Algorithmus zur Losung der Aufgabe (1.1)

Unser Losungsalgorithmus stimmt formal mit dem von ZOUTENDIJK eingefiihrten Algo-
rithm iiberein. Wie wir erwéhnten, handelt es sich um den Algorithmus P 2 in [4] auf
Seite 74. Jedoch wenden wir diesen auf eine allgemeinere Kategorie von Funktionen an,
und zwar fiir den Fall quasikonkaver Restriktionsfunktionen an Stelle von konkaven Funk-
tionen. Andererseits sind beziiglich der Funktionen auch unsere Regularitidtsforderungen
speziell, schwécher und weichen von den vorher benutzten ab.

Das Verfahren ist ein unendlichstufiger Algorithmus, bei dem in jedem Schritt ein linea~
res Optimierungsproblem zu 16sen ist, und die so erhaltene Folge von optimalen Werten
gegen den Optimalwert der Aufgabe (1.1) konvergiert. Von den optimalen Losungen for-
dern wir nicht die Konvergenz.

Wir beginnen mit einem beliebigen Vektor x; € D. Nehmen wir an, dafl wir die Folge
X1, ...,X; von Elementen aus D schon konstruiert haben. Wir geben an, wie der Vektor
Xi+1 bestimmt wird. Wir betrachten das folgende lineare Optimierungsproblem:

Gi(xi) + VGi(xp)[x — xi] + %y > pi, 1€ I,
a;x > b;, 1€ I,
Vf(xe)[x — xk] <y,

miny,

(3.1)

wobei auch die spéater vorkommenden ¥; wéihrend des ganzen Verfahrens feste, jedoch
positive Zahlen sind. Wenn x n-dimensional ist, ist der Variablenvektor in der Aufgabe
(3.1) n + 1-dimensional. Es kommt n&mlich eine neue Variable y in die Aufgabe hinein.



Nach Voraussetzung bestimmen die linearen Nebenbedingungen der Aufgabe (1.1) ein
beschrénktes konvexes Polyeder (konvexes Polytop). Deshalb ist fiir jeden festen Wert von
y die den Nebenbedingungen der Aufgabe (3.1) geniigende x-Menge beschrénkt. Daher
ist y, die Zielfunktion, von unten beschrinkt, und somit besitzt die Aufgabe ein endliches
Optimum und eine optimale Losung. Wir bemerken, dafl die den Nebenbedingungen der
Aufgabe (3.1) geniigende, (x,y)-Menge nicht leer ist, weil sie zum Beispiel den Vektor
X = xp, y = 0 enthilt.

Wir 16sen die lineare Optimierungsaufgabe (3.1). Danach iiberpriifen wir, ob xx, y =0
eine optimale Losung der Aufgabe (3.1) ist oder nicht. Im ersteren Fall ist das gesamte
Verfahren zur Losung der Aufgabe (1.1) damit beendet. Spéter werden wir zeigen, weshalb
das so ist. Wenn x, y = 0 keine optimale Losung der Aufgabe (3.1) ist, dann betrachten
wir die folgende Halbgerade:

xi + A(X), — xx), A>0. (3.2)

Dabei ist x;j, eine optimale Losung der Aufgabe (3.1). Wir minimieren die Funktion f(x)
iiber dem Durchschnitt dieser Halbgeraden mit der Menge D der zuléssigen Losungen der
Aufgabe (1.1), die ein endliches, abgeschlossenes Intervall darstellt.

Mit anderen Worten, wenn uy, das grofite A ist, fiir welches

Gi(xp + A(x} — xx)) > pi, i€ lgo,

aj(xy + A(x) —xx)) > by, =i (3:3)
gilt, dann bestimmen wir den Wert A, fiir den
Fe+ A —x5)) > f(xp+ A(x —xp)) fir 0< A<y (3.4)
ist und berechnen danach xj1 aus der Gleichung
Xir1 = X + Ap(Xf — Xp). (3.5)

Wenn x = xi, y = 0 eine optimale Losung von (3.1) ist, dann ist x; eine optimale
Losung der Aufgabe (1.1). Dies werden wir gleich beweisen. Tritt dieser Fall fiir kein &
ein, so ist das Verfahren unendlich, und im 5. Abschnitt zeigen wir spéter, dafl

Jim f(xx) = min f(x) (3.6)
gilt.

SATZ 1 Das Optimum der Aufgabe (3.1) ist (yopt) gleich Null genau dann, wenn Xy
eine optimale Lisung der Aufgabe (1.1) ist.

Beweis: Nehmen wir an, daf8 yop = 0 ist. Dann gilt fiir jeden Vektor (x,y), der den
Nebenbedingungen der Aufgabe (3.1) geniigt, y > 0. Wir betrachten jene G;(x) = p;
Nebenbedingungen, welche fiir x = x;, als Gleichungen erfiillt sind. Die entsprechenden
Indizes bilden die Indexmenge Ic(xy). Das lineare homogene Ungleichungssystem mit
insgesamt n + 1 Variablen

VGi(xp)z + iy >0, i€ lo(xk),
agz >0, 1€ IL(Xk), (37)

7



bedingt dann die lineare Ungleichung
y > 0. (3.8)

Wenn es némlich ein (z, y) gébe, so dafl (3.7) erfiillt und y < 0 ist, dann wére (3.7) wegen
der Homogenitdt auch fiir (tz,ty) fiir jedes positive t erfiillt. Sei t eine so kleine positive
Zahl, dafl in der Aufgabe (3.1) die fiir x = xg, y = 0 inaktiven Nebenbedingungen (die
Nebenbedingungen, fiir die @ ¢ Io(xy), ¢ ¢ I5(Xk), das heifit die als echte Ungleichungen

erfiillt sind) fiir den Vektor
) e (3.9)
0 y '

ebenfalls erfiillt sind. Da dann der Vektor (3.9) fiir hinreichend kleines ¢ > 0 jeder Neben-
bedingung in (3.1) geniigt und die letzte Komponente negativ ist, kann yope nicht gleich
Null sein. Das heifit, (3.8) ist tatséchlich eine Folgerung aus dem linearen Ungleichungs-
system (3.7). Nach dem Satz von FARKAS ist dann der Gradient der linken Seite von (3.8)
eine Linearkombination mit nichtnegativen Koeffizienten der Gradienten der linken Seite
von (3.7). Es existieren also Zahlen

V5 > 0, 1€ Ic(Xk),

u; > 0, i€ In(xg), (3.10)
w > 0,
so dafl
Z v VGi(xy) + Z wa; — wV f(x) =0,
i€lo(xy) i€l (x) (3.11)
Z vt +w=1
i€lo(xy)

gilt. Hier ist der Fall w = 0 nicht moglich, da dann nach dem Lemma 1 aus dem 2. Ab-
schnitt folgen wiirde, dafl

v; = 0, 1€ Ic(Xk),
ist, was aber ein Widerspruch zur zweiten Zeile in (3.11) ist. Teilen wir die erste Gleichung
in (3.11) durch w > 0, so erhalten wir, daf§ der Vektor x* = xj, zusammen mit den Zahlen

* Ui y
A= EZ, i€ Io(x),
A =0, i€ Ic — Io(xk),

o | (3.12)
MZ = —, 1€ IL(Xk),

w
=0, i€ I, — Ip(xg),

den sogenannten KUHN-TUCKER-Bedingungen in (2.15) geniigt. Damit ist nach dem Lem-
ma 3 des vorigen Abschnittes xj eine optimale Losung der Aufgabe (1.1).

Wir nehmen nun an, dafl x; eine optimale Losung der Aufgabe (1.1) ist. Dann sind
die KuBEN-TUCKER-Bedingungen (2.15) fiir den Vektor xj erfiillt. Daraus folgt, dafl die
Gleichungen in (3.11) mit nichtnegativen Zahlen wu;, v;, w erfiillt sind. Dabei ist v; = 0 falls
Gi(xx) > p; und u; = 0 falls agxk > b;. Demzufolge ist die lineare Ungleichung (3.8) eine
Folgerung der linearen Ungleichungen in (3.7). Daraus folgt jedoch yopt > 0 in der linearen
Optimierungsaufgabe (3.1). Da jedoch x = xj, y = 0 eine zuléssige Losung der Aufgabe
(3.1) ist, gilt deshalb yopt = 0. Damit haben wir diesen Satz vollstdndig bewiesen. O



4 Hilfssidtze zum Beweis der Konvergenz des Verfahrens

In diesem Abschnitt werden wir zwei Hilfssidtze beweisen. Unsere Bezeichnungen sind
unabhéngig von den benutzten Bezeichnungen in den anderen Abschnitten. Sei K eine be-
schriinkte, abgeschlossene Menge in R™, F'(x) sei iiber einer, die Menge K enthaltenden,
offenen Menge definiert. Wir setzen voraus, daf§ die Funktion F'(x) tiber ihrem Definiti-
onsbereich einen stetigen Gradienten besitzt.

HiLrssAaTZ 1 Sei yi1,y2,... eine Folge von Vektoren aus K wund ty,to,... eine be-
schrinkte Vektorfolge. Sei weiterhin v1,7vo,... eine Folge positiver Zahlen, und nehmen
wir an, dajl

v+t € K, 0<~v<~, k=12,... (4.1)

gilt, sowie, daf$ ein € > 0 existiert, so daf
VF(y)tes >e, k=12,..., (4.2)
erfillt ist. Sei 0 < g1 < e. Weiterhin nehmen wir noch an, dafs

lim v, =0 (4.3)

k—o0

erfillt ist. Wir behaupten, daf mit Ausnahme von hdchstens endlich vielen Indizes k die
Ungleichung
VF(yk + vte)ty = €1, 0<~vy <% (4.4)

gilt.

Beweis: Im Widerspruch zu der Relation (4.4) nehmen wir an, daf8 fiir unendlich viele
Indizes k
Fyr +7ite)te < e (4.5)

fiir gewisse Zahlen 0 < ;. <y, gilt.

Aus der Kombination der Relationen (4.2) und (4.5) erhalten wir fiir unendlich viele
Indizes k
[VE(yk) = VE(yr + te)]tr > € —e1 > 0. (4.6)

Dies ist jedoch ein Widerspruch. Da die Folge tj beschrankt ist, y, — 0 fiir & — co muf
folglich wegen der gleichméfigen Stetigkeit von VF'(x) die linke Seite in (4.6) fiir k — oo
gegen Null streben. Damit haben wir den Satz bewiesen. O

HILFSSATZ 2 Seixi,Xa,... eine Folge von Elementen aus K, s1, 89, ... eine beschrinkte
Vektorfolge, A1, Ao, ... eine Folge positiver Zahlen, wobei

Xp+1 = Xk + A\iSk, k=1,2,..., (47)

gilt. Wir nehmen
Xp+Asp € K, 0 A<\, k=12,...,

und wetterhin

F(Xk+1) = F(Xk + )\ksk) > F(Xk + )\Sk), 0< A<\, k=1,2,... (48)



an. Seien y1,yo,...; t1,t2,...; 71,72, . .. durch Auswahl gleichindizierter Glieder erhaltene
Teilfolgen der vorherigen Folgen. Sei € > 0, und nehmen wir

VF(y)t; >e,  i=12,... (4.9)
an. Wir behaupten, dafl
D i < oo (4.10)
i=1

gilt.

Beweis: Wir betrachten einen festen Index i. Sei k derjenige Index, fiir den xp = y;
gilt. Durch Anwendung der Ungleichung (4.8) erhalten wir

k
F(xp41) — F(x1) = Y _[F(xj41) — F(x;)]
j=1
k
= D IF(x +Ajs5) — F(x;)]
=1
" (4.11)
(2
> (F(yr +vtr) — Fyr)]
r=1
> Z[F(YT + 77/~tr) - F(y,«)],
r=1
wobei ~.. das grofite v ist, welches den folgenden Bedingungen geniigt:
<
T=m (4.12)
VF(YT + Vtr)tr > e
mit 0 < g1 < . Weiterhin erhalten wir aus der Relation (4.11)
D [Flyr +7t:) = F(y»)] = > VE(yr + hevit)yity > €1y, (4.13)
r=1 r=1 r=1
wobei 0 < h, < 1 ist. Daraus folgt
[e.e]
Z’y; < 00. (4.14)
r=1

Wir zeigen, dafl mit Ausnahme von hochstens endlich vieler Indizes 7, = 4, gilt. Wenn
Y1 < 7, fiir einen Index r gilt, dann haben wir

VE(y, + 7t )t = &1 (4.15)

und damit nach (4.9) die Relation
[VE(y,) — VE(y, +7,t.)]t, > e —e1 > 0. (4.16)
Dies kann aber nicht fiir unendlich viele Indizies r gelten, da F(x) gleichméBig stetig ist

iiber der Menge K. Damit haben wir auch den 2 Hilfssatz bewiesen. O
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5 Beweis der Konvergenz des Verfahrens

Wir betrachten die Folge x1,X3,..., die wir aus dem im 3. Abschnitt angegebenen Ver-
fahren erhalten. Wenn diese Folge endlich ist, dann sind wir nach dem Satz 1 zu einer
optimalen Losung der Aufgabe (1.1) gelangt. Folglich miissen wir uns nur mit dem Fall
einer unendlichen Folge beschéftigen. Zu beweisen ist die Relation (3.6), wihrend wir uns
um die Konvergenz der Vektoren x; nicht kiimmern.

Da die Menge der zulédssigen Losungen der Aufgabe (1.1) beschrinkt ist, ist auch die

Folge x1, X9, ... beschrinkt. Folglich kann man eine konvergente Teilfolge auswéhlen, deren
Elemente mit y1,yo,... bezeichnet werden. Sei
y* = lim yg. (5.1)
k—oo

Wir betrachten die Aufgabe vom Typ (3.1) mit dem Vektor y* statt x; formuliert:
Giy") + VGi(y")x —y" |+ Yy 2 pi, i€ g,
arIL‘X Z b’i7 1€ IL,

Viy")x-y1<y,
min y.

(5.2)

Wenn hier yopt = 0 gilt, dann ist y* eine optimale Losung der Aufgabe (1.1). Einen
indirekten Beweis benutzend, nehmen wir yop; = —0 < 0 an. Dies ist das Gegenteil der
Relation (3.6), da namlich solch eine Teilfolge y1,y2,. . ., existiert. Auf der linken Seite der
in der oberen Zeile der Aufgabe (5.2) stehenden Nebenbedingungen sind die Gradienten
verschieden vom Nullvektor, da ¢; > 0 fiir jedes i € I¢. Daraus folgt, dafl eine Umgebung
N(y*) von y* existiert, so daf8 fiir jedes z € N(y*) N D fiir das entsprechende yopt,

Yopt S _5 gllt

Sei s = X}, — X}, (siehe die Beschreibung des Verfahrens im Abschnitt 4) und seien
ti, v Teilfolgen der Folgen s, A, die zu den gleichen Indizes gehoren, wie die Elemente
vk in der x;-Folge. Wenn k£ hinreichend grof} ist, dann gilt y, € N(y*). Deshalb erhalten
wir unter Beriicksichtigung der letzten Nebenbedingung in (5.2) (wenn wir y* durch yy
ersetzen)

0
—Vf(yr)te > 3 (5.3)

Nach dem im vorigen Abschnitt bewiesenen Hilfssatz 2 ergibt sich daraus

o

k=1
und daraus folgt die Relation

lim ~; = 0. (5.5)

k—o0

0
Sei 0 < §; < =. Nach dem Hilfssatz 1 des vorigen Abschnittes ist dann mit Ausnahme
von hochstens endlich vielen Indizes k die Ungleichung

~Vf(yr +7te)ty > 01 fir 0<y <y (5.6)
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erfiillt. Demzufolge ist die Funktion f vom Punkt y; aus in der Richtung t; monoton
abnehmend in jedem Punkt des Abschnittes

Vi + Ytk 0 <7 <, (5.7)

einschliefllich des sich fiir v = 44 ergebenden Endpunktes. Folglich wird, wenn wir vom
Punkt y, ausgehend die Funktion f iiber dem Durchschnitt der Halbgeraden aus yj in
die Richtung t; mit der Menge D minimieren, das Fortschreiten in die Richtung t; durch
die Menge D begrenzt, bevor wir einen Minimalpunkt von F' entlang dieser Halbgeraden
erreichen. Wir betrachten die Nebenbedingungen der Aufgabe (1.1) entlang der Halbge-
raden

Yi + Atg, A>0. (5.8)

Der Vektor (5.8) liegt in der Menge D, solange

ai(yk + )\tk) > b; 1€ 1, (5'9)

gilt. Die in der zweiten Zeile stehenden Nebenbedingungen sind auch fiir A = 1 sémtlich
erfiillt, weil dann
vi +te = ¥i, (5.10)

falls y; die entsprechende Teilfolge von xj, ist. Folglich steht bzw. stehen in (5.9) in der er-
sten Zeile diejenige Nebenbedingung bzw. diejenigen Nebenbedingungen, welche das Fort-
schreiten in die Richtung t; einschrinken. Weil dies fiir unendlich viele k-Werte so ist
und die Anzahl der Nebenbedingungen nur endlich ist, existiert ein j € Io, fiir das dies
unendlich oft gilt. Wir kénnen annehmen, dafl die Folge y; so gewihlt ist, daf§ dies mit
Ausnahme von hochstens endlich vielen k-Werten gilt. Demzufolge erhalten wir

Gi(yr +wte) =pj,  k=ko (5.11)

Wegen yi € D ist auch die Ungleichung

Gi(yr) = pj (5.12)
erfiillt. Aus der Gleichung (5.11) ergibt sich unmittelbar
A G(yr)p;- (5.13)

Folglich ist fiir hinreichend grofies k die Ungleichung
pj — Gilyr) = —¢ (5.14)

erfiillt, wobei € eine vorgegebene positive Zahl ist. Wenn k so grof} ist, dafl y, € N(y*)
ist, dann gilt auch, daf fiir die mit dem Vektor yj formulierte Aufgabe (3.1)

)
—Yopt = 2 (5.15)

besteht. Die Ungleichungen (5.14), (5.15), ferner die aus der mit dem Vektor yj formu-
lierten Aufgabe (3.1) erhaltene Ungleichung

Gi(yr) + VGi(ye)lyr — ¥i)] + V¥Yopt = pj (5.16)
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bedingen zusammen die folgende Ungleichung:
0
VG(yrte 2 V5 e =e1. (5.17)

Die Zahl € > 0 kénnen wir so klein wéhlen, dafl 1 > 0 wird. Weil die Folge =, gegen
Null strebt, gilt nach dem Hilfssatz 1 des vorigen Abschnittes fiir jedes 0 < g9 < &1

VG(yr+7te)tr > 2, 0<y <. (5.18)

Dies ist ein Widerspruch zu den Relationen (5.11) und (5.12), weil aus diesen folgt, dafl
die linke Seite in (5.18) im Inneren der Verbindungsstrecke zwischen yg, und yx + Yty
irgendwo gleich Null ist. Damit haben wir bewiesen, dafl der folgende Satz gilt.

SATZ 2 Wenn die im 3. Abschnitt erzeugte Folge xj, endlich ist mit dem letzten Element
Xy, dann gilt

f(xw) = min f(x). (5.19)

Wenn die Folge x;, unendlich ist, so gilt

Jm f(xp) = min f(x). (5.20)
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